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In starken elektrischen Feldern weicht die Verteilungs-
funktion der Elektronen eines Halbleiters erheblich von 
einer thermischen ab; man kann sie zwar in die Gestalt 
setzen exp( — J dE/k Te), doch hängt Te dann stark von 
der Elektronenenergie E ab Aus diesem Grunde erwies 
es sich im Falle extrem hoher Felder (elektrischer Durch-
schlag) als nötig, die Verteilungsfunktion numerisch zu 
berechnen, was am bequemsten durch iterative Lösung 
eines Systems von Integralgleichungen geschieht2; man 
berechnet dabei abwechselnd die Verteilungsfunktion 
Z(E) und den Elektronentransport S(E) durch die Ener-
giefläche infolge des Feldes und der Stöße. Die Rech-
nung wird allerdings nur handlich, wenn der Stoßteil 

von S(E) sich durch x u nd d^/d£ ausdrücken läßt; dazu 
muß man voraussetzen, daß die Stöße in Gebiete wenig 
veränderter Verteilungsfunktion führen. Dies trifft für 
Temperaturen und Felder, welche nicht extrem hoch sind 
(nämlich gerade für das interessante Zwischengebiet, in 
welchem nicht-ohmsches Verhalten einsetzt) nur für die 
akustischen intravalley-Ubergänge zu, nicht für optische 
und intervallev-Stöße. Man kann jedoch die Integralglei-
chungs-Methode verwenden, wenn man diese unbeque-
men Stöße bei der Berechnung von S(E) herausnimmt, 
um sie als Quellen und Senken dieser Strömung in die 
Kontinuitätsgleichung einzusetzen, analog zu den ionisie-
renden Stößen in der Theorie des Durchschlags. Im fol-
genden sollen die Integralgleichungen aufgestellt wer-
den für das Gebiet mittlerer Feldstärken, in welchen 
noch keine Stoßionisation auftritt. Man kann in diesem 
Gebiet mit elliptischen Energieflächen rechnen, deren 
Abmessungen klein gegen die BRiLLOuiN-Zone sind; die 
intervalley- und die optischen intravalley-Stöße werden 
dann durch Gitterquanten mit nahezu fester Frequenz 
bewerkstelligt. Die BoLTZMANN-Gleichung lautet 

dh(P) 
dt 

eE- ~ f i ( P ) + [ d 3 p ' 2 [ c ; ( P ' , P ) / J ( P ' ) - ^ ( P , P ' ) / i ( P ) ] = 0 , , = 1 ,2 ,3 . (1) 

Hierin bedeutet fi(P) die Elektronenzahl im Tal Nr. i 
des Leitungsbandes pro Volumen des Impulses P,E das 
angelegte elektrische Feld, — e die Ladung des Elek-
trons, während der Index j die verschiedenen möglichen 

Gitterstöße numeriert; fj ist die Verteilungsfunktion des-
jenigen Bandes, aus welchem der betreffende Stoßvor-
gang kommt. Wir rechnen nur mit erlaubten Übergän-
gen der Übergangswahrscheinlichkeit 

Ai hv 
4 (2 

jnvj | {njd(E'-E + hvj) + (nj + 1) ö(E'-E-hv)}. (2) 

In Anlehnung an die Bezeichnungsweise bei HERRING 3 

ist die Energie auf das optische Phonon h v2 bezogen. 
Unter ; = 1 wollen wir die akustischen intravalley-Stöße 
verstehen, der Index 3 soll den intervalley-Übergängen 
zugeordnet sein, während etwaige höhere Indizes weite-
ren optischen oder intervalley-Prozessen vorbehalten 
seien. (Die HERRiNGSchen Konstanten stehen zu den 
unsrigen in der Beziehung w1 = A1; iv2 = A2/2.) nj ist 
die BosE-Verteilung 

ni exp (— h Vj/k T) — 1 ( 3 ) 

Für die akustischen Stöße sei angesetzt (u = Schall-
geschwindigkeit) 

» ' ' ; A ' T " ' 1 : 
( 4 ) 

In jedem einzelnen Tal transformieren wir die Energie-
Ellipsoide in Kugeln: 

P P, p2 = 2 mE- F JB. (5) 

l/m* ist der reziproke Massentensor; die in Gl. (2) ein-
gefügte Determinante von |/m/m* fällt bei der Trans-
formation fort. Die Energieflächen seien rotationssym-
metrisch mit einer longitudinalen Masse m\ und einer 
transversalen mt; führt man Polarkoordinaten bezüglich 

der Achse ein und setzt E' ~ E [was durch Gl. (4) ge-
rechtfertigt wird], dann hat man 
(h i'j)2 = 2 u2 E {m\ (cos & — cos # ' )2 (6) 

+ mt (sin2 $ + sin2 — 2 sin # sin cos (qp — q>')) } . 

Die BoLTZMANN-Gleichung erhält hiermit dieselbe Gestalt 
wie für freie Elektronen vom Impuls p im Felde F, 
mit der einzigen Modifikation, daß die Energie der 
akustischen Quanten nach Gl. (6) zu berechnen ist. Eine 
ähnliche Modifikation würde die Berücksichtigung der 
Stoßzeit-Anisotropie4 bringen; hiervon sei jedodi ab-
gesehen — sie würde die Rechnung komplizieren, aber 
nicht erschweren, und kann leicht nachträglich eingefügt 
werden. 

Wir errechnen nun, entsprechend dem eingangs skiz-
zierten Programm, den Zusammenhang zwischen der 
Besetzungsdichte 

Xi (E) = / dQ h (p); d.O = d (cos V) dcp; ( 7 ) 

der Energiefläche E und der Strömung durch diese 
Fläche infolge Feldes und akustischer intravalley-Stöße 
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S i ( £ ) = - [ d^pdf id{P ] =-eF- f d * p h ( p ) - J d*p" j d3p' [cl {p',p") fi{p') — C-L(P",p') fi(p")] 
(0) (0 ) (E) 

(8) 

Die in Klammern gesetzten Grenzen bedeuten die Energieflächen, zwischen welchen das Integrationsgebiet liegt. 
Wegen der in (8) nicht berücksichtigten Prozesse ist die Strömung Sj (E) nicht divergenzfrei, vielmehr gilt 

dSi(£) +mV2^E f dQ j d3p' X [cj(p,p')fi(p)-cj(p',p)fj(p')] = 0. (9) 
(0) > '

= 2 
dl 

Die Gin. (8) und (9) bestimmen die Energiebilanz; die Impulsbilanz erhält man, indem man Gl. (1) über die 
vektorielle Oberfläche d2P der Energiefläche E integriert: 

g 

[ d 2peF ddp fi(p) =V2mE j dQ p f d3p' \cj (p, p') ft(p) - Cj(p', p) fj(p')]. ( i0) 

Setzt man (2) und (4) in Gl. (8) ein und entwickelt f(P') um £' = £"', so ergibt sich 
Si(E)+eF- j d2pf(p) +V2mEmu2Al(E/hv.2y>> j d.Q [mi (cos2 & + £) + mt (sin2 & + |) ] (8') 

• ( i + A r / Ä ) / , ( p ) = o . 

Aus Gl. (10) erhält man ebenso j d 2 peF- = \ j d 2pfi{p) . (10') 

Hierin ist r die Winkel-Relaxationszeit, gegeben durch 

1 . I / E k T , vi Aj vj I E + hvj . / E— hvj\ 
r =A>}/ h , 2 h r 2 + Z 2 ~ \ n * V - h ^ 1 + » V hv~ | ' M 

[Imaginäre Wurzeln sind durch Null zu ersetzen!] Wir 
sehen nunmehr von der Winkelabhängigkeit des in p 
geraden Anteils von f(p) ab und können auf Grund 
dessen in (8') cos2 $ durch 1/3, sin2«? durch 2/3 er-
setzen, und haben überdies 

eF- f d2p ^M&^eF2* V2mE } . (12) 

Damit ergibt sich nach elementarer Zwischenrechnung 
für x(E) und S(E) das Differentialgleichungs-System 

s ; (E) + 2 AX ̂  1 H p(l+kT.-±) * (E)= 0 , (8 a) 

^ £ [(nj + ^VECE-hvAxAE) +nt ^E (E + h^)xi(E) (9a) 

- nj VE (E - hvj)Xi (E-h vj) - (n} +1) yj(E + h vj) ] = 0 . 

In Gl. (8 a) ist abgekürzt: 

m = i ( m i + 2m t) ; (13) 

und kTe = kT+ - f ^ ^ f - 1 V2- (14) 
3 mmu2 Ax \ E 

Te ist eine Art „Elektronentemperatur", welche über 
der Gittertemperatur liegt; jedoch ist die Temperatur-
erhöhung erheblich von E abhängig. Der Zusatz ent-
spricht der Größe C2 (x) bei FRÖHLICH der allerdings 
ein anderes Energiegebiet betrachtet und deshalb eine 
andere Energieabhängigkeit erhält, als sich aus (11) 

und (14) ergibt. — Gibt es nur akustische intravalley-
Stöße, dann ist Si (E) = 0, und aus (8 a) folgt als Ver-
teilungsfunktion 

E . 

*<»>(£)= ex (15) 

[bei FRÖHLICH Gl. (20)]. Diese Funktion sei für uns 
— bei Vorhandensein optischer und intervalley-Stöße — 
die nullte Näherung des Iterationsverfahrens, welches 
im übrigen mit Hilfe der Integralgleichungen durch-
geführt werde, die durch Quadratur von Gin. (8 a) und 
(9 a) folgen: 



h v*> i /hv2 I dE"S(E") „ exp 2mm '
2
 2 1/ n u- \ 2 m I E" k Te (E") 

E 

d E' 
J kTe(F) 
E 

(8 b) 

S , { E ) = m ] 2 Ar. 2 Ai l[ I dE' [ ( " i + 1) VE(E-hvj)XK{E) +nj j/E(E + h vj) Xi (E) (9 b) 
- j—2 - £ 

-n} VE (E - h Vj) Xi(E-h Vj) - (nj +1) j /£ (E + h v])yj(E + h Vj) ] . 

In Gl. (9 b) haben wir x an Stelle von x geschrieben, 
da in dem Iterationsverfahren ein Zwischenschritt ein-
geschaltet werden muß. der sichert, daß 

S I ( 0 ) = 0 (16) 

ist; dies bedeutet, daß die Gesamtzahl der Elektronen 
in jedem einzelnen Tal stationär ist, und sorgt für die 
Konvergenz des Integrals (8 b). Um (16) in jedem 
Iterationsschritt zu gewährleisten, muß man die Nähe-
rungsausdrücke für die Xi in folgender Weise neu nor-
mieren (mit einer gemeinsamen Konstanten a , die für 
die Berechnung der Beweglichkeit nicht interessiert) : 

H(E) 
3 Zi(E) 

dE j/E{E + hrt) { ( n s + l ) Xi(E+hv3) +n3Xi(E)} 

(17) 

Das Iterationsverfahren — bestehend in der wiederhol-
ten Anwendung von (17), (9 b), (8 b) — konvergiert 
in wenigen Schritten und läßt sich graphisch bequem 
durchführen. Aus der erhaltenen Lösung berechnet sich 
der Beweglichkeitstensor zu 

[ \ [dEXi(E) d (E^r) 
2 e V m> ( d E 

ß=~ o ° • (18) 

^ fdExi(E) 

• Auf Anwendungen des Iterationsverfahrens soll später 
im Zusammenhang mit experimentellen Untersuchungen 
zurückgekommen werden. Einige wesentliche Züge der 
Lösungen lassen sich an den Ausgangsgleichungen ab-
lesen. Die Abnahme der Elektronentemperatur mit wach-
sender Energie gem. Gl. (14) — besonders nach Über-
schreiten der Anregungsenergien h Vj — drängt den 
Einfluß der optischen und intervalley-Stöße gegenüber 
einer isothermen Behandlung der heißen Elektronen zu-
rück. Andererseits zeigt Gl. (17) eine Umbesetzung der 
Täler infolge des Feldes; die Elektronen bevorzugen 
Täler, deren große Achsen kleine Winkel mit dem Feld 
bilden. Dieser Effekt ist als Ursache der Anisotropie 
der Leitfähigkeit von Ge 5 — ähnliches ist für Si zu er-
warten — in hohen Feldern anzusehen. 

5 W. SASAKI. M. SHIBUYA et al., J. Phys. Chem. Solids 8. 250 
[1959]. 
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Durch geeignete Maßnahmen bei der Hydrolyse von 
GeCl4 und mehrfache Anwendung einer tiegelfreien 
Zonenreinigung nach K E C K gelang es, Germanium mit 
einem elektrisch wirksamen Störstellengehalt von we-
niger als 1010 cm - 3 zu erhalten. 

Die Proben waren bei Temperaturen <C 200 °K p-lei-
tend. An den reinsten Proben wurde für die Löcher-
beweglichkeit /Up ein Temperaturgesetz 

Mp - T-W7 
gefunden. 

Die hohe Reinheit der Proben erlaubt es, Oberflächen-
zustände, die als Akzeptoren wirken, durch Messungen 
von spez. Leitfähigkeit und HALL-Effekt zu untersuchen. 
Die spez. Leitfähigkeit als Funktion der Temperatur 
zeigt im Störleitungsbereich ein Maximum bei etwa 
200 °K. Daraus läßt sich an verschiedenen Proben eine 

maximale Dichte der Oberflächenzustände NA von 1,2 
bis l ,4-10 1 1cm - 2 bestimmen. Der Störleitungsbereich 
ist für Temperaturen von 120° bis 200 'K durch die 
Oberflächenzustände bedingt, die Restverunreinigung 
kann demgegenüber vernachlässigt werden. Aus der Tem-
peraturabhängigkeit der Dichte der Träger, die durch 
die Ionisation der Oberflächenzustände entstehen, läßt 
sich die Lage des Oberflächen-Akzeptorniveaus EA ZU 
0,20 eV über dem Valenzband bestimmen. Die Band-
aufwölbung VD ist von der Präparation der Probe ab-
hängig und beträgt bei 200 °K etwa 0,30 eV. Die ge-
samte Raumladung zur Kompensation der Oberflächen-
zustände ist durch freie Löcher aufzubringen. Dies hat 
eine große Ausdehnung der Raumladungszone zur 
Folge. Die DEBYE-Länge z0 beträgt bei 200 °K etwa 
4 - 1 0 - 3 cm. Eine verringerte Beweglichkeit in der Rand-
zone, wie sie von SCHRIEFFER 1 diskutiert wurde, kann 
für die Berechnung der Trägerdichte aus der spez. Leit-
fähigkeit außer Betracht bleiben. 

Die Oberflächenzustände können als TAMM-Zustände 
gedeutet werden. Ihre im Vergleich zur Zahl der Ober-
flächenatome geringe Dichte von 10u Zuständen pro 

1 J . R . SCHRIEFFER, P h y s . R e v . 9 7 , 6 4 6 [ 1 9 5 5 ] . 


